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Gibanje Lune

1. Libracija

Pojem libracija prihaja iz latinskega glagola libro -are "uravnoteziti, ni-
hati"(tudi libra "tehtnica"), in pomeni po¢asno nihanje (lahko tudi samo
navidezno). V astronomiji je to navadno nihanje satelita, ki ga opazujemo
iz telesa, okoli katerega satelit krozi. V naSem primeru torej opazujemo
libracijo - navidezno nihanje Lune za opazovalca na Zemlji.

Zaradi medsebojnega vpliva sta orbitalna perioda in lunin obrat okoli svoje
osi to¢no usklajena, toda libracija nam omogoca, da z Zemlje vidimo vec
kot le polovico luninega povrgja (59%).

Poznamo tri vrste libraicje.

e Visinska libracija (libration in latitude), je navidezno nihanje Lune,
ki ga povzrodi dejstvo, da je lunina os vrtenja nagnjena na ravnino
orbite okoli Zemlje. To je ista stvar kot nagnjenost zemeljske osi na
ekliptiko, zaradi ¢esar poznamo letne Case.

o Sirinska libracija (libration in longitude). Luna navidezno niha zaradi
elipti¢ne orbite, po kateri Luna potuje okoli Zemlje. Zaradi tega
vrtenje Lune nekaj Casa 'prehiteva’, nekaj ¢asa pa ’zaostaja’ za luninim
polozajem, saj se Luna po elipti¢ni orbiti ne giblje enakomerno. Nasa
naloga je bila opazovati to libracijo po Sirini.

e Dnevna libracija (diurnal libration) je navidezno nihanje, posledica
polozaja na Zemlji, s katerega opazovalec gleda Luno. Ker Luna in
Zemlja dnevno krozita, se s tem premika tudi polozaj opazovalcana
Zemlji glede na Luno. Ta libracija je najmanjsa.

2. Newtonov zakon

Najprej iz Newtonovega zakona in zakonov o ohranitvi energije ter gibalne
koli¢ine izpeljimo orbito, po kateri se giblje satelit okoli Zemlje.
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Ker smo definirali reducirano maso p, sedaJ postavimo gibalno koli¢ino
sistema: p'= p7, torej je vrtilna koli¢ina [=Fxp=Fx (w?) (7 X 7)

VldlmodaJeE :u(rxr—&—rxf') — 7 x uif = 7 x F, ker pa so sile
centralne, sledi da je: E = 0, torej je vrtilna koli¢ina
[=7x §= konst. (2)

Poglejmo si Se, kaj se dogaja z energijo (oz. kako se do nje dokopljemo).

Zakon, ki nam uravnava gibanje, lahko zapiSemo takole: pi¥ = —Emuma



Sledimo nekaj identitetam:
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¢ konstanta, in iz enot vidimo, da je to specifi¢na energija, t.j. energija na
enoto mase nasega sistema.

Sedaj, nas zanima oblika poti, po kateri se telesi gibljeta, zato zopet izha-
Jamo iz glbalne enacbe:

it

F=L Fj je centralna sila, zato je z njo (v polarnih koordinatah) povezan

samo radlalm del 7, ki se glasi: % = i — 2. Iz Ze prej napisanega ohran-
itvenega zakona za gibalno koli¢ini napisemo L = 7 x (u7), kjer podobno

ucinkuje samo tangencialni del T = r, torej L = ur?p?. Sledi:
:F—H'"'—rng:F—rurﬁA :%.

Uporabimo L = ur2¢? in dobimo dy = %dt, in sedaj diferencialno enac¢bo
prevedemo na odvode po .
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Resitev diferencialne enacbe je u(p) = Acos(¢ + ) + % Zapisemo
lahko enacbo za radij:
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A in ® sta integracijski konstanti. Ena¢bo primerjajmo z splo$no ena¢bo
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3. Enacbe elipse
Radij elipse opisemo
2
(a) s prej navedeno enacbo stoznic: 7 = b — = 1“&;;20, kjer je ¢
kot med perihelijem, goris¢em in tocko na elipsi - prava anomalija.

(b) v kartezi¢nem kootdinatnem sistemu: vzemimo da je E sredis¢ni kot -
textbfekscentri¢na anomalija. Tedaj opisemo (glej sliko) radij-vektor
elipse 7= (acos E — e,bsin F), e je goriséna razdalja.

4. Odvisnost kotov F in €

Najprej izra¢unamo odvisnost kota ¢ od kota E. Nato izraéunamo odvis-
nost F = E(t) in uporabimo zvezo med F in . Na koncu bomo izrazili r
kot sestavljeno funkcijo r = r(E(¢(t))) = r(t).

Najprej izrazimo dolzino r = r(E):

r2 =b%sin® £+ (acos E — e)? = b?sin E + a?(cos? E — 2 cos E + £2) =
=a?cos’ E — 2a’ccos E + a%e? + a?sin® E — e?sin® F =

=a%(1 —2ccos E +€2(1 —sin? E)) = a?(1 — 2ecos E + 2 cos’ E) =
=a%(1 —eccos E)?

Izrazimo 72'2 v obeh oblikah
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71_:‘;‘2” = (1 —ecosE)

Uporabimo trik:
l—eccosE=1—c+ec—ccosE=1—c+¢e(l—cosE)=
=1l-e+2sing
in tako imamo

(1—e)+2sin =(1+e)(l—¢) L

1+e—2esin 22
Leva stran in imenovalec na desni strani sta oblike 1 + X sin? a.
14 Xsin?a =sin?a + cos?a + X sin?a =
=cos?a +sin?a(1 + X) = cos?a(l + tan? a(1 + X)) =
L—(1+tan?a(1+ X))

= 1+tan2 a

Prepisimo sedaj to v nas ra¢un in dobimo:
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1Previdnost pri obravnavanju resitev trigonometri¢nih funkcij je tukaj odved, saj lezita
kota E in ¢ vedno v istem kvadrantu.



5. Casovna odvisnost kota E

Sedaj lahko izrazimo r = r(E). Ze zgoraj smo ugotovili, da je vrtilna
koli¢ina konstantna: 7¥x g = u(7x ) = L. Uporabimo zapis v kartezi¢nih
koordinatah ¥ = (acos £ — e,bsin E) ter " = (—asin E,bcos E)E. Tako
postane prejsnji izraz diferencialna enacba: (1 —ecos E)E = ﬁ, reSitev
le te pa:
. L 9
E—cesinE=—(t—t)=M
pab

M = M (t) ne moremo izraziti z elementarnimi funkcijami, zato jo izracu-
namo z iteracijo, ki pri majhnem argumentu ¢ ni dolgotrajna. To naredimo
na racunalnik, npr. v programu Mathematica®. Spodnji graf prikazuje ob-
nasanje kota E v ¢asu za ¢ = 0.6.

kot E
6

P N W A~

Slika 1: E = E(M), £ = 0.6.

Slednjo odvisnost preverimo tako, da zapiSsemo radij 7 v karteziénem ko-
ordinatnem sistemu

7= < cosy ) (1 —cosE).
sin
Ker poznamo odvisnost E(t) in ¢(E), lahko izra¢unamo 7(¢). To nariSemo
in dobimo priblizno spodnjo sliko.*
6. Libracija Lune
Konéno imamo pripravljene podatke, ki jih potrebujemo:

o 7(t)

e Poznamo vrtenje Lune: v vsakem luninem ’letu’ se zgodi tudi en
lunin 'dan’. (To pomeni, da traja obrat Lune okoli osi natanko toliko
¢asa®, kolikor traja lunino potovanje okoli Zemlje.) Predpostavimo,
da se Luna vrti kroZzno enakomerno.

Predpostavimo:

- V ¢asu opazovanja se lunina orbita glede na Zemljo ne obraca.b

2M se v splosnem imenuje srednja anomalija

3Poglej matemati¢ni zvezek ’libracija.nb’: 'auxKotE’ in ’kotE’.

4Poglej matemati¢ni zvezek libracija.nb’: 'radVec’ in ’radij’.

5T = 27.321 dni

6V resnici se orbita obraga, saj na Luno mo&no vpliva tudi sonce. Precesijska perioda
lunine orbite je P ~ 19let



- Os luninega vrtenja je pravokotna na ravnino krozenja okoli Zemlje.”
- Predstavljamo si, da stojimo v sredis¢u Zemlje.®

Ob teh predpostavkah zlahka izra¢unamo kot med zveznico Zemlja-Luna.
Ce je lunina os pravokotna na njeno orbito okoli Zemlje, se tocke na sliki
luninega povrgja 'premikajo’ le levo in desno (ne pa gor in dol). Na luninem
povrsju si izberemo toc¢ko, in v njej vektor, ki nam opisuje vrtenje na
. e —— coswit . . .
luninem povrsju: rrune = sin wyt ), pri Gemer je w; krozna frekvenca
Lune (2%). Tedaj je kot med vektorjema radij Zemlja-Luna in ’obrazom’

7V resnici je lunnina os na ravnino kroZenja nagnjena za o = 88.4576°
8Ker seveda nismo v sredi§¢u, ampak nekje v obsegu polmera Zemlje, razdalja Zemlja-Luna
1
7

pa je priblizno 57 polmerov zelje, smo se tem zanemarili napako 3 = 5~ 1°
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Slika 2: 7(¢).

Slika 3: « je kot med radij-vektorjem in ’obrazom’ Lune



Lune kot «a na sliki. Izracunamo ga preprosto z skalarnim produktom:

TLuna * T = |TLunal||T] COs a.

Kot a je torej:

s
TLuna * T
O = arccos —.
TLuna™

Nazorno si vse skupaj lazje predstavljamo, ¢e pustimo, da racunalnik
izra¢una in narise sliko.’

x

60t
40+

20+

0.2 0.4 0.6 0.8 1
- 20,

- 40!}

-60+

Slika 4: Teoreti¢na napoved libracijskega kota za ¢ = 0.5.

)

9Poglej matemati¢ni zvezek ’libracija.nb’: ’lunaObraz’, "lunaObrazSmer’ in ’ alfa’.



Meritve

1. Priprave

Po premisleku (in pogovoru s pristojnimi) smo se odloé@ili, da Lune ne
bomo slikali na teleskopu Vega, pa¢ pa bomo slikanja naredili s fotoa-
paratom. Razlog za to je bila predvsem zasedesost teleskopa, za naSe opa-
zovanje pa smo rabili ¢imve¢ slik, kar ni $lo v urnik na Golovcu. Vseeno
smo imeli zadovoljivo opremo, in si zadali cilj - slikati Luno vsak dan v
mesecu. Razdelili smo si 'tedne’ v katerih je vsak iz skupine slikal Luno,
pred tem pa se nekajkrat dobili in skupaj preizkusili opremo in se nanjo
navadili.

Pred slikanjem smo na www.euroweather.com pogledali kdaj je Luna vidna
na nasem delu neba.

2. Slikanje

Luno smo slikali po sledecem ’postopku’.

Najprej smo nastavili najboljSe gorisée. V ta namen smo v ¢imkrajSem
¢asu poslikali serijo slik Lune pri razli¢nih gorisénih razdaljah, nato pa na
zaslonu digitalnega fotoaparata primerjali ostrino slik. S tem smo izbrali
za trenutne pogoje najboljso nastavitev teleobjektiva.

Za slikanje smo seveda uporabili stativ. Pri vsakem slikanju Lune smo
poskusali Luno ujeti na sredino slike.

Da bi dobili kar se da ostre slike luninega povrsja, smo nato Luno slikali
pri razli¢nih Casih zaslonke (ISO speed 400, aperture F0). Iz teh serij slik
smo Sele na velikem zaslonu (PC) izbrali najboljsi posnetek.

Pri slikanju Lune nam je ponagajalo vreme. Tako smo dobili slike le na
datume: 04.05., 11.05., 16.05., 31.05., 07.06., 08.06., 09.06, 11.06, 13.06.
Manjajo nam predvsem Lune zadnjega krajca, nekaj slik pa je tudi hudo
slabe kvalitete (megla). Na nekatere jasne noéi je bila Luna prenizko nad
obzorjem, da bi jo slikali (iz Ljubljane).

3. Obdelava slik in meritve

Na racunalniku smo izbrali najboljSe slike Lune na posamezen datum,
nato pa jih v programu za urejanje slik obdelali. Ker smo se zanimali
le za libracijo po S8irini, smo vse slike obrnili v ’enak polozaj’. S tem
smo hkrati odpravili problem ’zvrnjenih slik’. Med obdelavo slik smo
slike razbarvali (desaturate), ter jim popravili kontrast in barvne krivulje
(levels/histogram).
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DATUM: 08.06.06 22:23 DATUM: 09.06.06 22:14

DATUM: 11.06.06 1:09 DATUM: 1.3 0%6..0/6,:0:1'1

Slika 5: Obdelane

Na slikah smo izbrali nekaj prepoznavnih tock (kraterjev, lis), ki so se
pojavljali na ve¢ slikah. To je potrebno zato, da smo lahko opazovali
navidezno premikanje oziroma obrac¢anje Lune na slikah z Zemlje. Nato
smo s pripomocki na ra¢unalniku premerili potrebne podatke kar v slikovnih
tockah (pixels).

Podatke smo pretvorili v kot, ki ga to¢ka na povrsini Lune (na sliki) oklepa
z ravnino ki jo definirata premica Zemlja-Luna in (predpostavljeno) nanjo
pravokotna os vrtenja Lune. Kako smo to storili, kaze spodnja slika.

. T
@Y =arcsin ————— -
R cos arcsin %



Slika 6: Izbrane tocke na sliki luninega povr§ja in izmerjeni podatki.

r r=RcCcos a=
= R cos(arcsin y/r)

: N
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\

R y=R sina / ¢=arcsin x/r
"
x
spredaj stranski zgoraj

Slika 7: Iz treh luninih projekcij izra¢unamo kot, ki ga oklepa tocka na povrsju.



4. Rezultati
1. tocka na luninem povrsju

slika Ripx| x[px] y[px] | o
CRW _9656.png 196 129 65 44,2
CRW _9690.png 1975 147 54 50,7
CRW _9703.png 1975 151 39 51,3
CRW_9715.png 202 158 17 51,7
CRW _9744.png 193.,5 126 72 446
CRW_ 9773.png 197,5 144 55 49,4
CRW _9774.png 196,5 143 58 49,6
CRW _9779.png 201,5 153 50 51,6
CRW _9780.png 206,5 147 52 47,4
CRW _9786.png 207 155 34 49,4
2. toc¢ka na luninem povrsju

slika Ripx| x[px] y[px] |
CRW _9656.png 196 / / /
CRW_ 9690.png 1975 8 119 |29
CRW _9703.png 1975 7 121 2,6
CRW _9715.png 202 13 130 4,8
CRW _9744.png 1935 / / /
CRW_ 9773.png 1975 9 114 | 32
CRW _9774.png 1965 11 120 | 4,1
CRW _9779.png 2015 12 125 4.4
CRW _9780.png 206,5 8 123 2,8
CRW _9786.png 207 5 129 1,8

To so v grobem prvi podatki. To nam da spodnji prikaz v ¢asovni skali.
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Slika 8: Modra in rdec¢a kazeta libracijo dveh razli¢nih toc¢k na Luni.

Slika ni dokon¢na, manjkata nam ocena napake in primerjava s teoreti¢no
krivuljo. Sele potem lahko sklepamo na pravilnost teoreticne napovedi.
Vseeno vidimo nakazano nihanje v ¢asu, kar nam daje upanje na vsaj
priblizno ujemanje s teorijo.

Najprej poglejmo napake pri merjenju.

5. Napake

Ker obravnavamo libracijo Lune, bomo skugali vse napake izraziti v stopin-
jah, torej v obliki kota, za katerega smo se zmotili. Tako bodo tudi napake
nazorne in predstavljive.
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Za prve napake ki so sistematiéne narave smo Zze povedali v zgornjih
odstavkih. To so napake, ki so posledica napac¢nih oziroma poenostavl-
jenih predpostavk. Dnevna libracija - ne stojimo na zveznici Zemlja-Luna
(= 1°), nepravokotnost lunine osi na ravnino krozenja (= 1.5°).

Te napake bomo pri obravnavi podatkov sicer upostevali, toda ocena prve
napake je prevelika, saj smo redko slikali Luno, ko smo bili - glede na Luno
- na robu Zemlje, nagnjenost lunine osi pa se kaze v libraciji po Sirini, in
ne vpliva veliko na napako naSe meritve. Vseeno bodimo pozorni na ta
dva prispevka.

Bolj pozorno si poglejmo napake, ki so posledica ra¢unanja kota iz slik, ki
smo jih posneli.

Slike smo obracali, da smo dobili sekvenco slik, ki v vertikalni smeri ni
'nihala’. Tako smo sliko obrnili, in s tem pridobili napako, saj v resnici
Luna niha tudi navpi¢no. Zaradi tega in zaradi nenatanc¢nosti obrac¢anja
smo ocenili napako na 4 slikovne pike.

Pri meritvi polozaja kraterja smo si izbrali natan¢no dolocen del kraterja,
in na vseh slikah izmerili navidezni radij Lune (R), in razdaljo izbrane
tocke od geometrijskih osi (x, y). Merili smo v slikovnih pikah, pri nepopol-
nih (neokroglih) slikah Lune smo si pomagali tako, da smo ¢ez Luno nar-
isali popoln krog, tako da je obrisal del Lune, ki je bil na sliki.

Iz merskih napak (£6 px/meritev) smo s pomodjo odvodov dobili oceno
za napako rezultata, ker pa so odvodi precej utrujajoc¢i, smo prepustili
nehvalezno delo racunalniku.'?

a l HH}

t [dan]

l

trdan] lho 15 20 25 30 35!

10 20 30

Slika 9: Grafa kazeta libracijo dveh razli¢nih toc¢k na Luni z oceno napake.

Ostane nam 8e, da pogledamo, kako se meritve ujemajo z napovedmi.
Preostane nam Se, da zdruzimo teoreti¢no sliko in naSe meritve. Tokrat
pri teoreti¢ni napovedi nastavimo dva parametra - ty in §, ki nam povesta,
kdaj in kateri del Lune opazujemo.

10Poglej matematicni zvezek ’libracija.nb’: MERITVE in PODATKI

12
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drugato cka

t [dan]
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Slika 10: Primerjava teoreti¢ne krivulje z izmerjenimi podatki.
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6. Komentarji rezultatov

Ce pogledamo zadnji dve sliki, ki nam prikazujeta ujemanje nasih meritev
in izracunov z napovedjo, ki jo da teoreti¢na podlaga, vidimo ujemanje,
ki pa ponekod moéno odstopa.

Strinjamo se, da smo imeli mnogo premalo podatkov, da bi lahko kval-
itativno izlo¢ili ’slabe’ oziroma ocitno napac¢ne meritve, ki so posledica
vrtenja in obdelave slik na ra¢unaliku. To je po naSem mnenju glavni
krivec za tocke, ki na grafu ’strlijo’ iz linije.

Nujno je omeniti dodatno napako (max 2°) zaradi poloZzaja na Zemlji in
nagnjenosti lunine osi.

Glavna pomanjklivost nasih slik je v tem, da pravzaprav nimamo slik iz
‘'spodnjega dela’ grafa, to pomeni slik zadnjih krajcev Lune. Tako smo
dejansko poslikali (2x) le debeljenje Lune, ne pa tudi crkovanja. Omeniti
moramo, da smo meritve izvedli na navpi¢no poravnanih slikah (oblike
Lune C O D) in ne na slikah, ki so priloZene (pravzaprav so slike iste,
le drugace so obrnjene). Dejstvo, da nimamo nekaterih polozajev Lune,
je vidno na grafu in mo¢no oslabi nase vedenje o pravilnosti predpostavk
oziroma o natanc¢nosti meritev. Tako lahko le na podlahi dveh nakazanih
vrhov nastavimo parametre za uskljajevanje (fitting).

Mislimo, da nam je zadana naloga uspela, saj je na slikah razlo¢no videti
‘nihanje’ oziroma libracijo tock na luninem povrgju. Zal nam je, da nismo
poslikali ve¢ slik (zadali smo si slikanje Lune vsak dan), saj je ravno po-
manjkanje slik okrnilo nase meritve, ki bi bile lahko dosti bolj prepri¢ljive.
Vseeno smo veseli naSega uspeha.

14



Oprema
- Fotoparat: Canon EOS 300D DIGITAL

Objektiv: Carl Zeiss Jena Fernobjektiv 8/500

stativ za fotoaparat

PC, programska oprema za obdelavo slik (GIMP, Photoshop)

15



Lunina izkaznica

Obseg orbite
Ekscentri¢nost
Perihelij

Ahelij

Povp. oddaljenost
Siderealna perioda
Sinodi¢na perioda
Povp. orbitalna hitrost
Max. orbitalna hitrost
Min. orbitalna hitrost

Inklinacija se spreminja med

Perioda pomladisca
Perioda kot med

pomladi$¢em in perihelijem

v orbitalni ravnini
Fizikalne lastnosti
Premer na ekvatorju
Premer na polih
Stisnjenost

Povrsina

Volumen

Masa

Povpre¢na gostota
Gravitacijski pospesek
na ekvatorju

UbezZna hitrost
Rotacijska perioda
Rotacijska hitrost
Nagnjenost osi
Albedo

Magnituda
Temperatura na povrsju

2,413,402 km (0.016 AU)

0.0554

363 104 km (0.0024 AU)

405 696 km (0.0027 AU)

362 546 km

27.321 66155 d (27 d 7 h 43.2 min)
29.530 588 d (29 d 12 h 44.0 min)
1.022 km/s

1.082 km/s

0.968 km/s

28.60f in 18.30F (5.145 396F na ekliptiko)
18.6 let

8.85 let

3,476.2 km (0.273 Zemlje)

3,472.0 km (0.273 Zemlje)

0.0012

3.793x 107 km? (0.074 Zemlje)
2.1958x 1010 km? (0.020 Zemlje)
7.347673% 1022 kg (0.0123 Zemlje)
3,346.2 kg/m3

1.622 m/s?, (0.1654 g)

2.38 km/s~!

27.321 661 d

16.655 km/h~! (na ekvatorju)
1.5424°

0.12

-12.74

min. 40 K/povp. 250 K/max. 396 K
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